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1. LAUSEARVUTUS

1. Lausearvutuse pdhimadisted

Lause
... on pohimdiste, mida ei defineerita teiste Uldisemate mdbistete kaudu.

Lauseteks on loomuliku keele laused, mis midagi vaidavad (kusi-, huud- ja kasklaused ei
vaida midagi). Eeldame, et kasitletavad laused rahuldavad jargmisi tingimusi:

1) Valistatud kolmanda seadus. Iga lause on kas tdene voi vaar.
2) Mittevasturaakivuse seadus. Ukski lause ei saa olla nii tdene kui ka vaar.

Mittevasturaakivuse seadus valistab mitmesugused paradoksid, naiteks ,See lause siin
vaar” ja muud taolised vaited, mille tdevaartust pole véimalik Uheselt maarata.

Igal lausel on téevaartus tdene voi vaar, mida luhidalt tahistatakse t ja v. Kasutatakse ka
tahti t ja f (inglise keeles true, false) vdi numbreid 1 ja 0.

Lausearvutuse eesmark ei ole uurida lausete sisulist tahendust, vaid antud lausetest
uute lausete moodustamist.

Lausearvutuses jagatakse keerulisemad laused komponentlauseteks (lihtlauseteks) ja
neid Uhendatavateks grammatilisteks seosteks. Seejuures tuuakse sisse tahised
komponentlausete ja seoste markimiseks ning pannakse vaadeldav lause kirja
sumbolkujul. Komponentlausete tahistamiseks kasutatakse ladina tahti A, B,C jne, mida

nimetatakse lausemuutujateks. Grammatilistele seostele vastavad lausearvutuse
tehted.
Lausearvutuse tehted
Tahtsamad lausearvutuse tehted on jargmised:
1) Eitus (mark —). Igapaevakeeles valjendab eitus lause mittekehtimist.
2) Konjunktsioon (mark &) tahendab seost ,ja”.
3) Disjunktsioon (mark v ) valjendab seost ,voi” (mittevalistav).

4) Implikatsioon (mark o) valjendab tingimuslikku konstruktsiooni ,kui ..., siis ...".

5) Ekvivalents (mark ~ ) tdhendab matemaatikas sagedasti kasutatavat seost
.parajasti siis, kui” ehk ,siis ja ainult siis, kui”.



2. Samavaarsus

Tahtsamad lausearvutuse pdhisamavaarsused on jargmised.
1) ldempotentsuse seadused:

F&F=F, FVvF=F.
2) Kommutatiivsuse seadused:
F&G=G&F, FvG=GvVvF.
3) Assotsiatiivsuse seadused:
(F&G)&H=F&(G&H), (FVG)vH=FVv(GVvH).

4) Distributiivsuse seadused:
F&GvH)=F&GVF&H, Fv(G&H)=(FVvG)&(FVH).
5) Neelamisseadused:
F&(FvG)=F, FVF&G=F.
6) De Morgani seadused:
—~(F &G)=—F v -G, ~(FvG)=—F&—-G.
7) Kahekordse eituse seadus:
—F=F.

8) Liikmete elimineerimise reeglid, kus T on suvaline samaselt tdene valem ja V on
suvaline samaselt vaar valem:

F&T=F, FvT=T,
F&V =V, FvW=F.
9) Implikatsiooni avaldis konjunktsiooni ja disjunktsiooni kaudu:
F>G=—(F&-G), FoG=-FVvG.

10) Konjunktsiooni ja disjunktsiooni avaldis implikatsiooni kaudu:
F&G=—(F>-G), FvG=—F5G.
11) Ekvivalentsi avaldis teiste tehte kaudu:
F~G=F&Gv—-F&-G, F~G=(F>G)&(GoF).




2. PREDIKAATARVUTUS

1. Predikaadid ja kvantorid

Predikaatarvutus on lausearvutuse edasiarendus, kus ka lihtlauset vaadeldakse
koosnevana osadest, indiviididest ja predikaatidest. Tavaliselt margivad indiviide lauses
nimisdénad ja koik Ulejaanud lausekomponendid moodustavad predikaadi.

Definitsioon 1. Hulgal M maéaéaratud n-kohaliseks (Uhesordiliseks) predikaadiks
nimetatakse kujutust

P:M" —[10].
Hulka M nimetatakse predikaadi P maaramispiirkonnaks ehk indiviidide piirkonnaks.

Definitsioon. Hulgal M maaratud n-kohalise predikaadi P téesuspiirkonnaks
nimetatakse hulka

S = {(Xseer X, ) X X, € M| P(X,0, X, ) =1}

Definitsioon. Hulkadel M,,...,M, maaratud n-kohaliseks mitmesordiliseks
predikaadiks nimetatakse kujutust
P:M,,..,M, —[L0].

Predikaate kui tdevaartusega lauseid voib omavahel siduda lausearvutuse tehete abil ning
moodustada nii lihtsamatest lausetest keerulisemad. Lisaks lausearvutuse tehetele vdib
predikaatide puhul kasutada veel kahte spetsiifilist operatsiooni, kvantoreid, mis annavad
predikaadi tdestuspiirkonna iseloomustuse teatava argumendi jargi.

Definitsioon. Olgu P(xl,...,xi,...,xn) hulgal M maaratud n-kohaline predikaat. Kirjutis
VX P (X v X ey X, )

tahistab (n—1)-kohalist predikaati, mis on tdene parajasti siis, kui argumentide
Xi5-o Xigs Xiup0e X, Vaa@rtused on sellised, et hulga M iga elemendi m korral on
P(X,....m,..., X, ) tdene.

Operatsiooni V nimetatakse tldisuskvantoriks ehk universaalsuskvantoriks.

Definitsioon. Olgu P(X,,..., X;,...,X,) hulgal M maaratud n -kohaline predikaat. Kirjutis
X P (X vy X s X, )

i1 Np

tahistab (n—1)-kohalist predikaati, mis on tdene parajasti siis, kui argumentide
Xpyeees Xi 1y Xiu0-, X, VAArtused on sellised, et hulgas M leidub element m, mille korral on

P(X,....,m,..., X,) tdene.

Operatsiooni 3 nimetatakse olemasolukvantoriks ehk eksistentsikvantoriks.

Kummagi kvantori rakendamisel tekkinud predikaat ei séltu enam muutujast, mis
kvantoriga seoti.

Predikaadile kvantori rakendamist nimetatakse ka kvantifitseerimiseks.




2. Predikaatarvutuse sitintaks

Simbolid

e Indiviidimuutujad, mida margitakse tavaliselt tahtedega u,v,w, x,y,z . Iga
indiviidimuutuja véib tahistada vaadeldava hulga Ukskdik millist elementi (indiviidi).

e Konstantsimbolid a,b,c,d jne. Konstantsimbol tahistab vaadeldava hulga mingit
kindlat elementi.

e Funktsionaalsumbolid f,g,h jne. Need tahistavad vaadeldaval hulgal maaratud
funktsioone.

e Predikaatsimbolid A, B,C jne. Need tahistavad vaadeldaval hulgal maaratud
predikaate.

Valem

Definitsioon 2. Termid on parajasti need, mida saab koostada alltoodud reeglite abil.
1) lga indiviidimuutja on term.

2) lga konstantsimbol on term.

3) Kui f on n-kohaline funktsionaalsiimbol ja t,,...,t, on termid, siis f(t,,...,t,) on term.

Term on algebralise avaldise uldistus, kus indiviidimuutujate, konstantsimbolite ja
funktsionaalsumbolite thendusele ei seata kitsendusi.

Definitsioon 3. Predikaatarvutuse valemid on parajasti need, mida saab koostada
alltoodud reeglite abil.

1) Kui P on n-kohaline predikaatsiimbol ja t,,...,t, on termid, siis P(t,,...,t,) on
predikaatarvutuse valem.

2) Kui F on predikaatarvutuse valem, siis —F on predikaatarvutuse valem.

3) Kui F ja G on predikaatarvutuse valemid, siis (F &G), (FvG), (F>G), (F~G) on
predikaatarvutuse valemid.

4) Kui x on indiviidimuutuja ja F on predikaatarvutuse valem, siis VxF ja 3xF on
predikaatarvutuse valemid.

Definitsiooni esimese punkti pdhjal koostatud valemeid nimetatakse atomaarseteks
valemiteks ehk elementaarvalemiteks.

Vabad ja seotud muutujad

Valja arvatud esinemised vahetult kvantori jarel, jagunevad iga indiviidimuutuja kéik muud
esinemised valemis seotuteks ja vabadeks. Nimelt, indiviidimuutuja x esineb valemis F
seotult, kui ta asub mingi kvantori mdjupiirkonnas, st. osavalemit ¥YxG voi 3IxG
moodustavas valemis G . Ulejaanud esinemisi nimetatakse vabadeks.

Signatuur

Definitsioon. Kolmikut o =(C,F,P), kus C on konstantsiimbolite, F
funktsionaalsimbolite ja P predikaatsimbolite hulk, nimetatakse signatuuriks.

Definitsioon. Olgu antud signatuur o =(C,F,P). Valemit, milles esinevad

konstantsimbolid kuuluvad kdik hulka C, funktsionaalsiimbolid hulka F ning
predikaatsimbolid hulka P, nimetatakse valemiks signatuuris o .
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Eeldatakse, et predikaatide hulk P ei ole tihi, sest muidu pole vdimalik selles signatuuris
kirja panna Uhtegi valemit. Kull aga véivad hulgad C ja F olla tuhjad. Samuti véivad kdik
kolm hulka olla [bpmatud.

3. Predikaatarvutuse semantika

Interpretatsioon

Valemi tdevaartus soltub sellest, milliste objektide kohta ta midagi vaidab ja kuidas temas
esinevaid sumboleid mdistetakse.

,.1.), kus M_ on mingi mittetiihi hulk,
mida nimetatakse p&hihulgaks ehk interpretatsiooni kandjaks, ja 1, on interpreteeriv
kujutus, mis teisendab

1) lga konstantsumboli hulga M, mingiks elemendiks;

Definitsioon 4. Interpretatsioon on paar a =(M

2) Iga n-kohalise funktsionaalsumboli mingiks n-kohaliseks funktsiooniks hulgal M, ;

3) lga n-kohalise predikaatsimboli mingiks n-kohaliseks predikaadiks hulgal M , .

Tuleb vahet teha sumbolil ja objektil, mida see sumbol tahistab mingis interpretatsioonis.
Vahetegemine tahise ja talle omistatava sisu vahel on kasulik sellepoolest, et siis voib
predikaatsimboleid ning samuti ka predikaatarvutuse valemeid kasitleda kui puhtalt
suntaktilisi objekte ja rakendada nendega opereerimisel sisust séltumatuid meetodeid.

Valemi tdevaartuse leidmine

Uhel ja samal valemil v6ib olla eri interpretatsioonides erinev tdhendus ja vastavalt sellele
ka erinev tdevaartus. Kui utleme, et mingi valem on téene voi vaar, tuleb seega kindlasti
tapsustada, millises interpretatsioonis seda valemit vaatleme.

Definitsioon 5. Termi t vaartus t“ interpretatsioonis & vabade muutujate fikseeritud vaartustel leitakse
jargmiste reeglite abil.

1) Kui t =X, kus X on indiviidimuutuja, siis t“ on muutuja X vaartus.

2) Kui t=cC, kus C on konstantsiimbol, siis t* =c“.

3) Kuit= f(tl,...,tn), kus f on n-kohaline funktsionaalsiimbol ja t,,...,t, on termid, siis

t* = f(te,...t7).

Definitsioon 6. Predikaatarvutuse valemi F tdevaartus F“ interpretatsioonis & vabade muutujate
fikseeritud vaartustel leitakse jargmiste reeglite abil.

1) Kui F=P(t,,...,t,), kus P on n-kohaline predikaatsiimbol ja t,,...,t, on termid, siis F* =1 parajasti
siis, kui P“(t,...,t*)=1.

2) Kui F =G, siis F* =1 parajasti siis, kui G* =0.

3) Kui F=G&H, siis F* =1 parajasti siis, kui G* =1 ja H* =1.

4) Kui F=GvH,siis F* =1 parajasti siis, kui G* =1 véi H* =1.

5) Kui F =G o H,siis F* =1 parajasti siis, kui G* =0 véi H* =1.

6) Kui F =G &H, siis F* =1 parajasti siis, kui G* =1ja H* =1 v6i G* =0 ja H* =0.

7) Kui F =VxG, siis F“ =1 parajasti siis, kui pdhihulga M , iga elemendi m korral G[‘;/m] =1.

8) Kui F =3xG, siis F* =1 parajasti siis, kui pohihulgas M, leidub selline element m , et G["X’/m] =1.

[x/m] tahendab, et muutuja X vaartuseks loetakse element m .




Mudel

Definitsioon. Interpretatsiooni « , milles valem F on tdene oma vabade muutujate
kdikidel vaartustustel, nimetatakse valemi F mudeliks.

Vaidete kirjutamine valemina

Kui on fikseeritud signatuur, siis tuleb valemite koostamisel piirduda signatuuris naidatud

sumbolitega.

Definitsioon. Kui valemi F interpretatsioon ja predikaat P on vabade muutujate kdikidel
vaartustustel sama téevaartusega, siis Utleme, et valem F valjendab predikaati P.

Naide. Vaatleme vaiteid naturaalarvude kohta. Signatuur olgu <0,1;+,—;:>, kdiki simboleid

interpreteerime tavaparases tahenduses.

Vaide (predikaat) Valem

S X=2" x=1+1
LX<y Jz(x+z=y)
, X on paarisarv’ Hy(x =y+ y)

Naide. Vaatleme vaiteid naturaalarvude alamhulkade kohta. Signatuur olgu (;;g).
predikaatsimboli interpretatsioon olgu standardne.

Vaide (predikaat) Valem

, X on tihihulk” vY(X cY)

Mdne predikaadi valjendamiseks tuleb rakendada Usnagi kunstlikke votteid.

4. Valemite omadused

Valemiklassid

Definitsioon 7. Predikaatarvutuse valemit F nimetatakse
1) samaselt tdeseks ehk loogiliselt tdeseks, kui ta on tdene igas interpretatsioonis oma
vabade muutujate kdikidel vaartustel,

2) samaselt vaaraks ehk loogiliselt vaaraks, kui ta on vaar igas interpretatsioonis oma
vabade muutujate kdikidel vaartustel,

Definitsioon 8. Predikaatarvutuse valemit F nimetatakse kehtestatavaks, kui ta on
tdene vahemalt Uhes interpretatsioonis vabade muutujate mingitel vaartustel.

Teoreem 1. Valem F on samaselt tdene parajasti siis, kui tema eitus —F on samaselt
vaar.

Teoreem 2. Valem F on kehtestatav parajasti siis, kui tema eitus —F ei ole samaselt
tdene.

Teoreem (Predikaatarvutuse mittelahenduvuse teoreem, 1936 — Alonzo Church).
Pole olemas algoritmi, mis suudaks suvalise predikaatarvutuse valemi puhul kindlaks teha,
kas valem on samaselt tdene voi mitte.

Kvantoriga valemite vaartuse kontrollimise té6aeg on Idpmatu pdhihulga puhul I6pmatu.




5. Samavaarsused

Definitsioon 9. Oeldakse, et valemitest F,F,,...,F, jareldub valem G, kui igas
interpretatsioonis valemite vabade muutujate kdikidel vaartustel, kus valemid F,F,,...,F,
on toesed, on ka valem G tdene.

Definitsioon 10. Valemeid F ja G nimetatakse loogiliselt samavéaarseteks, kui nende
tdevaartused on vdrdsed igas interpretatsioonis valemite vabade muutujate kodikidel
vaartustel.

Koik lausearvutuse pdhisamavaarsused kehtivad ka predikaatarvutuses. Lisaks kehtivad
predikaatarvutuses kvantoreid kasitlevad samavaarsused, mis on jargmised.

1) Kvantori ja eituse vahetamisseadus:
—VxF(x)=3x=F(x), —3XF (x)= Vx=F(x).
2) Kvantorite distributiivsus:
VX(F(x)&G(x))= ¥XF(x) & ¥xG(x),  3x(F(x)v G(x))=3xF(x)v IxG(x).
3) Kui indiviidimuutuja x ei esine valemis G vabalt, siis
Vx(F(x)&G)=VxF(x)&G, W(F(x)&G)=3xF(x)&G.
vx(F(x)v G)=VxF(x)vG, X(F(x)vG)=3xF(x)vG.
4) Kui indivildimuutuja x ei esine valemis G vabalt, siis
Vx(F(x)>G)=3xF(x)> G, IX(F(x)>G)=VxF(x)>G.
Kui indiviidimuutuja x ei esine valemis F vabalt, siis
Vx(F ©G(x))=F > VxG(x), IX(F 5 G(x))=F o 3xG(x).
5) Seotud muutujate imbernimetamine:
VXF(x)= vyF(y), 3IXF(x)=3yF(y),
Kus y ei esine valemis F(x).
6) Samaliigiliste kvantorite kommutatiivsus:
VXVYF(X, y)= VyVxF(x, y), IxAyF(x, y)=Fy3xF(x, y).

Eeldame, et fikseeritud interpretatsioonis « ja valemite vabade muutujate vaartustel on
—VxF(x)=1. Siis ¥xF(x)=0. Seega pole nii, et interpretatsiooni pdhihulga iga elemendi
meM, korral F(m)=1 (st (F(x)),,=1), vaid leidub niisugune m, e M, , et F(m,)=0. Siis
aga —F(m,)=1 ja olemasolukvantori méiste kohaselt Ix—F(x)=1.

Umberpddrdult, eeldame, et fikseeritud interpretatsioonis o ja valemite vabade muutujate
vaartustel on 3x—F(x)=1. Siis peab leiduma element m, e M_, et —F(m,)=1 ehk

F(m,)=0. Kuna leidub element nii, et valem F(x) on vé&ar, siis VxF(x)=0. Jarelikult
—VxF(x)=1. m




Eeldame, et fikseeritud interpretatsioonis « ja valemite vabade muutujate vaartustel on
—3xF(x)=1. Naitame, et siis ka ¥x—F(x)=1. Valime suvalise elemendi me M, . Kui oleks
—F(m)=0 ehk F(m)=1, siis oleks 3xF(x)=1 ehk —3xF(x)=0, mis on vastuolus
eeldusega. Jarelikult peab kehtima —F(m)=1. Et m oli suvaline element, siis Vx—F(x)=1.
Umberpdérdult, eeldame, et fikseeritud interpretatsioonis « ja valemite vabade muutujate
vaartustel on Vx—F(x)=1. Oletame vastuvaiteliselt, et —3xF(x)=0. Siis 3xF(x)=1. Seega
leidub p&hihulgas M, element m,, mille korral F(m,)=1 ehk —F(m,)=0. Seetdttu
vx—F(x)=0 (sest —=F(x)) ei ole iga x korral tdene). Viimane tulemus on vastuolus
eeldusega. Jarelikult meie oletus ei saa kehtida ja tdepoolest —.HxF(x):l. [ |

Eeldame, et fikseeritud interpretatsioonis « ja valemite vabade muutujate vaartustel on
vx(F(x)&G(x))=1. Naitame, et siis ka VxF(x)& VxG(x)=1. Konjunktsiooni tdesuseks
piisab naidata, et mdlemad liikmed on tdesed. Téestame, et VxF(x)=1. Selleks valime
pbhihulgast M, suvalise elemendi m . Eeldusest saame, et elemendi m korral
F(m)&G(m)=1, millest F(m)=1. Et m oli suvaline element, siis VxF(x)=1. Analoogiliselt
pbhjendame, et ka konjunktsiooni teine liige on tdene.

Eeldame nuud, et fikseeritud interpretatsioonis « ja valemite vabade muutujate vaartustel
on VxF(x)& ¥xG(x)=1. Naitame, et siis ka ¥x(F(x)&G(x))=1. Valime suvalise elemendi

me M, . Eelduse péhjal vYxF(x)=1 ja ¥xG(x)=1, mistdttu F(m)=1 ja G(m)=1. Seega
F(m)&G(m)=1. Et m oli suvaline, siis Vx(F(x)&G(x))=1. m

Eeldame, et fikseeritud interpretatsioonis « ja valemite vabade muutujate vaartustel
Ix(F(x)v G(x))=1. Siis leidub interpretatsiooni pdhihulgas selline element m, e M, et

F(m,)v G(m,)=1. Kui disjunktsioon on tdene pdhjusel, et tema esimene liige on téene, st
F(m,)=1, siis on 3xF(x)=1 ja 3xF(x)v 3xG(x)=1. Kui disjunktsioon on tdene seetdttu, et
tema teine liige on tdene, siis saame analoogiliselt 3xF(x)v 3xG(x)=1.

Eeldame, et fikseeritud interpretatsioonis « ja valemite vabade muutujate vaartustel on
IxF(x)v 3xG(x)=1. Kui selles valemis on 3xF(x)=1, siis leidub element m, e M nii, et

F(m,)=1. Jarelikult F(m,)v G(m,)=1 ja 3x(F(x)v G(x))=1. Kui aga 3xG(x)=1, siis leidub
element m, e M, mille korral G(m,)=1, jarelikult F(m,)v G(m,)=1 ja 3x(F(x)v G(x))=1 ka
sellisel juhul. =

Eeldame, et fikseeritud interpretatsioonis « ja valemite vabade muutujate vaartustel on
Vx(F(x)&G)=1. Vaja on néidata, et VxF(x)&G =1 ehk ¥xF(x)=1 ja G =1. Tdestame
esiteks, et VxF(x)=1. Valime péhihulga suvaline elemendi me M, . Eeldusest saame siis
F(m)&G =1, millest F(m)=1. Et m on suvaline, jareldub siit ¥xF(x)=1. Teiseks

tdestame, et G =1. Kui G oleks véaar, siis eelduses on kvantorialune avaldis F(m)&G
vaar ja seega oleks vaar ka eeldus ise.




Umberpdérdult, eeldame, et fikseeritud interpretatsioonis o ja valemite vabade muutujate
vaartustel on vxF(x)&G =1. Naitame, et ¥x(F(x)&G)=1. Olgu me M_ p&hihulga
suvaline element. Eelduse péhjal siis F(m)=1, mistéttu F(m)&G =1. Et m oli suvaline
element, siis ka Yx(F(x)&G)=1. =

Eeldame, et fikseeritud interpretatsioonis « ja valemite vabade muutujate vaartustel on
vx(F(x)v G)=1. Naitame, et VxF(x)v G =1. Oletame vastuvaiteliselt, et ¥xF(x)v G =0.

Siis peab olema VxF(x)=0 ja G =0. Et valem VxF(x) on vaar, siis leidub element
m, €M, et F(m,) on vaar. Selle elemendi korral on F(m,)vG =0, sest G on vaar
séltumata elemendist m, . Uldisuskvantori definitsiooni téttu saame vx(F(x)v G)=0,
vastuolu.

Eeldame, et fikseeritud interpretatsioonis « ja valemite vabade muutujate vaartustel on
VXF(X)V G =1. Valime pdhihulgast suvalise elemendi m. Kui disjunktsioonis on tdene

esimene liige, st VxF(x)=1, siis ka F(m)=1 ja F(m)v G =1. Kui disjunktsioonis on tdene
teine liige, siis samuti F(m)v G =1. Jéarelikult on suvalise elemendi m korral F(m)v G =1,
seega VX(F(x)vG)=1. m

Ulejaanud 3. riihma samavaarsused tdestatakse analoogiliselt.

4. rGhma samavaarsuste tdestamisel vdime kasutada juba eelnevalt tdestatud
samavaarsusi.

Lahtume vasakust poolest ja teisendame selle paremaks pooleks. Kdigepealt elimineerime
lausearvutuse seaduste pohjal implikatsiooni:

Vx(F(x) > G)= vx(=F(x)v G).
Tekkinud valemile voime rakendada 3. rihma 2. samavaarsust, sest valem G ei sisalda
muutujat x vabalt. Saame

VX(—=F(x)v G)=Vx-F(x)vG.
1. rGhma 2. samavaarsuse abil toome eituse kvantori alt valja:

VX(=F(x)v G)=—3xF(x)vG.
Kasutame uuesti implikatsiooni avaldist teiste tehete kaudu:

—3IXF(x)vG =3xF(x) o G.

Sellega on samavaarsus toestatud. m

Ulejaanud 4. rihma samavaarsused saab tdestada samasuguse vottega.
Kahe viimase ruhma téestused on sirgjoonelised.
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3. AKSIOMAATILISED TEOORIAD

1. Aksiomaatilise teooria tldskeem

Sintaks

Formaalne aksiomaatiline teooria ehitatakse Ules jargmise Uldskeemi kohaselt.
1) Fikseeritakse tahestik ja antakse valemi definitsioon.
2) Osa valemeid loetakse aksioomideks. Neid pole teoorias vaja tdestada.
3) Fikseeritakse 16plik hulk tuletusreegleid kujul
F.F,,...F,
G

mis lubavad valemitest F,F,,...,F, vahetult tuletada valemi G .

Valem on kindlapiiriline mdiste ja kujutab endast kasutatava tahestiku sumbolite jarjendit.

Uldskeem ei maara, millise printsiibi jargi loetakse valemeid aksioomideks, sest loogika
seisukohalt pole see oluline. Selleks et Uldse oleks vdimalik teoreeme téestada, peab
teoorias olema vahemalt Uks aksioom.

Aksioomidega fikseeritakse kdikvdimalike struktuuride klass, kus aksioomid kehtivad.

Toestussamme saab teha ainult tuletusreeglite abil. Tuletusreegli alumise valemi voib
lugeda téestatuks ainult siis, kui vastavad Ulemised valemid on tdestatud vdi aksioomid.

Definitsioon 1. Tuletuseks ehk formaalseks tdestuseks nimetatakse valemeti jada
F.F,.... F,, milles iga valem on kas aksioom v6i saadud mingi tuletusreegliga ménedest

SRR

temale eelnevatest valemitest.

Definitsioon. Valemit F nimetatakse tdestatavaks, kui leidub tuletus, mille viimane liige
onvalem F .

Valemid on puhtalt stntaktilised objektid, millel enne vastavat maarangut puudub sisu.
Tuletusreegleid kasutades saab olemasolevatest sumbolijadadest koostada uusi. Valemi
tdestamiseks piisab, kui kirjutame aksioome reeglite kohaselt sobival viisil Gmber.

Mitteformaalselt tdhendab aksioom vaidet, mis on silmnahtavalt 6ige, ning tdestuseks
loetakse esimesest vaitest teise jareldamist, kui teine vaide on esimesega piisavalt
pdhjendatud.

Semantika

Tahenduse (tdevaartuse ,tdene” vdi ,vaar’) annab valemitele semantika.

Slntaksi ja semantika vahekorda kirjeldavad jargmised kaks maistet:

Definitsioon 2. Aksiomaatilist teooriat T nimetatakse semantika S suhtes
1) korrektseks, kui iga teoorias T tuletatav valem on semantikas S tdene;
2) taielikuks, kui iga semantikas S tdene valem on teoorias T tuletatav.

Matemaatilise loogika uurimustest on selgunud, et aksiomaatilise teooria taielikkus pole
paljudel olulistel juhtudel (naiteks naturaalarvude aritmeetika korral) saavutatav.
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Korrektsuse ndudest loobumine, niisugune aksiomaatika, kus saaks tuletada ka teatavaid
vaari valemeid, ei tule aga kone alla.

2. Sekventsiaalne lausearvutus

Definitsioon. Gentzeni-titpi lausearvutuse aksiomaatiline teooria defineeritakse
jargmiselt:
1) Tuletatavateks objektideks on sekventsid, avaldised kujul

F.F,....F, G,

kus F,F,,...,F,,G on lausearvutuse valemid, mis ei sisalda ekvivalentsi.

2) Aksioomid on sekventsid
I'FARF,
kus F on mingi lausearvutuse valem ning I'" ja A tahistavad suvalisi valemite
jarjendeid, mis vdivad olla ka tuhjad.
3) Tuletusreeglid on jargmised.

Vasakule sissetoomise voi

Paremale sissetoomise reegel :
paremalt eemaldamise reegel

'rF TG IF,GFH
'-F&G &) IF&GFH (&H)
I'HF -G nFFH I',GRHH
'FFVG T'FFVG (V) IMFVvG|LH (VF)
IFEG 'F THF2G
FESG o) e (+=»)
TrF (--) T (++)
Struktuursed reeglid
I'HF IAFEG
FGl_l—F (5+) FFA||:G (5-)

Sekventsi F,F,,...,F, |-G vasakpoolset osa F,F,,...,F, nimetatakse eesliikmeks,
parempoolset osa G aga tagaliikmeks. Eesliige v6ib olla ka tuhi. Sekventsi

F,F,,....F, G madistame vaitena, et valemitest F,F,,...,F, jareldub valem G.
Aksioomideks olevad sekventsid valjendavad kodige iimsemat jareldumist. Kindlasti vime
eeldustest jareldada vaite, kui vaide esineb ise juba eelduste hulgas.

Teooria peamine tuletusaparaat on koondatud tuletusreeglitesse. Need vastavad enam-
vahem matemaatikas kasutatavatele tdestusvotetele.
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Tuletamine

Definitsiooni jargi on tuletus sellises susteemis sekventside jada, kus jarjekordse sekventsi
saamiseks viidatakse tuletusreeglile ja sobivatele eespool asetsevatele sekventsidele. Ent
tuletust otsida on kaesolevas susteemis otstarbekam mitte jada, vaid puu kujul.
Etteantud sihtsekventsist Iahtudes selgitame, millise reegliga see tekkida véib. Teinud
reegli kindlaks, otsime jargmisi reegleid, millega saavad tekkida antud sekventsi eeldused
jne. Puud konstrueerime seega alt ules liikudes, puldes tikeldada sekventsi valemeid
osavalemiteks.

Eituse paremale sissetoomise reegli (}-—) puhul tuleb joonepealsete sekventside

paremates pooltes esinev valem maarata ise. See tuleb valida nii, et kummaski harus
tekiks tuletatav sekvents, st. et tuletuspuu haru oleks voimalik jatkata kuni aksioomideni.
Enamasti sobib selleks mdni sekventsi vasakul pool asuvate valemite osavalem.

Korrektsus

Definitsioon 3. Sekventsi F,F,,...,F, |-G valemkujuks nimetatakse valemit
F&F,,..&F, oG, kui n>0, javalemit G, kui n=0.

Teoreem 1 (Lausearvutuse korrektsuse teoreem).
Kui sekvents F,F,,...,F, -G on tuletatav, siis tema valemkuju on samaselt tdene.

Kasutame induktsiooni tuletuspuu struktuuri jargi.

Induktsiooni baas
Kui sekvents on aksioom, siis esineb tagaliikme valem eesliikme valemite hulgas ning
sekventsil on kuju F,,...,F,...,F, |-F, . Selle sekventsi valemkuju on

F, &..&F &..&F, o F,. Viimase valemi samaselt tdesus on ilmne.

Induktsiooni samm

Naitame iga reegli korral, et kui mingil valemites esinevate lausemuutujate vaartustusel on
kdigi joonepealsete sekventside valemkujud tdesed, siis on sellel vaartustusel tdene ka
joonealuse sekventsi valemkuju. St valemkuju tdesus antud vaartustusel levib médda
tuletuspuud allapoole. Et aksioomide valemkujud on samaselt tdesed, siis on jarelikult
samaselt tdesed ka kdigi tuletatud sekventside valemkujud. Vaatleme siinkohal sekventse
F,F,...F,FG,kus n>0.

Implikatsiooni paremale sissetoomise reegel (|- o)

Kui I' koosneb valemitest F ,F,,...,F,, siis joonepealse sekventsi valemkuju on

F &..&F & F oG joonealuse sekventsi valemkuju aga F, &...&F, o (F ©G).
Oletame, et mingil vaartustusel on esimene valemkuju téene ja teine vaar. Sellel
vaartustusel peab valem F, &...& F, olema tdene ja valem F > G vaar. Viimasest
jareldub, et valem F on téene ja valem G on vaar. NiUd aga saame, et esimene
valemkuju on vaar, sest implikatsiooni eesliige on tdene ja tagaliige vaar, vastuolu.
Implikatsiooni paremalt eemaldamise reegel (|- »)

Kui I koosneb valemitest F ,F,,...,F,, siis joonepealsete sekventside valemkujud on

F,&..&F, o F ja F &..&F, o (F ©G) ning joonealuse sekventsi valemkuju
F,&.&F, oG.
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Oletame, et mingil vaartustusel on esimesed kaks valemkuju tdéesed, kuid kolmas vaar.
Siis peab valem F, &...& F, olema sellel vaartustusel tdene ja valem G vaar. Et esimene
valemkuju on téene ja implikatsiooni eesliige on tdene, siis on ka valem F tdene. Nuud on
teise implikatsiooni eesliige vaadeldaval vaartustusel tdene, tagaliige vaar ja kogu
implikatsioon vaar, vastuolu teise valemkuju tdesusega.

Eituse paremale sissetoomise reegel (|-—)

Kui I" koosneb valemitest F,,F,,...,F,, siis joonepealsete sekventside valemkujud on

R

F&.&F, &F>G ja F &..&F, & F 5 -G ning joonealuse sekventsi valemkuju
F,&.&F >—F.

Oletame, et mingil vaartustusel on esimesed kaks valemkuju tdesed, kuid kolmas vaar.
Siis peab valem F,F,,...,F, olema sellel vaartustusel tdene, valem —F vaar ning valem
F tdene. Jarelikult on kahes esimeses valemkujus implikatsiooni eesliige tdene. Kui
vaadeldaval vaartustusel on valem G vaar, siis on esimene valemkuju samuti vaar; kui
aga valem G on tdene, siis on —G vaar ja teine valemkuju vaar. Mdlemal juhul saame
vastuolu vastava valemkuju tdestusega.

Eituse paremalt eemaldamise reegel (}-+)
Kui I" koosneb valemitest F,,F,,...,F,, siis joonepealse sekventsi valemkuju on

10 no

F, &...& F, o ——F ning joonealuse sekventsi valemkuju F, &...& F, o F.

Oletame, et mingil vaartustusel on esimene valemkuju téene ja teine vaar. Sellel
vaartustusel peab valem F, &...& F, olema téene ja valem F vaar. Viimasest jareldub, et
valem —F on tdene ja ——F on vaar. NUud aga saame, et esimene valemkuju on vaar,
sest implikatsiooni eesliige on téene ja tagaliige vaar, vastuolu.

Konjunktsiooni paremale sissetoomise reegel (| &)

Kui I" koosneb valemitest F,,F,,...,F,, siis joonepealsete sekventside valemkujud on

F,&..&F, o F ja F, &..&F, oG ning joonealuse sekventsi valemkuju
F,&..& F, D F&G.

Oletame, et mingil vaartustusel on esimesed kaks valemkuju tdesed, kuid kolmas vaar.
Siis peab valem F, &...& F, olema sellel vaartustusel tdene ja valem F &G vaar.
Konjunktsiooni definitsioonist, kui F on vaar, siis esimene valem vaar, vastuolu; kui G on
vaar, siis teine valem vaar, vastuolu.

Konjunktsiooni vasakule sissetoomise reegel (&})

Kui I' koosneb valemitest F,,F,,...,F,, siis joonepealse sekventsi valemkuju on

v lno

F, &..&F,,F,G o H ning joonealuse sekventsi valemkuju F, &..& F,,F &G o H.

Oletame, et mingil vaartustusel on esimene valemkuju tdene ja teine vaar. Sellel
vaartustusel peab valem F, &...&F,,F &G olema tdene ja valem H vaar. Niud aga
saame, et esimene valemkuju on vaar, sest implikatsiooni eesliige on tdene

(konjunktsiooni definitsioonist, kui F & G on tdene, siis F ja G on tdesed) ja tagaliige
vaar, vastuolu.
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Disjunktsiooni paremale sissetoomise reegel (}-v)

Kui I koosneb valemitest F ,F,,...,F,, siis esimese joonepealse sekventsi valemkuju on

F, &...&F, o F ning esimese joonealuse sekventsi valemkuju F, &...& F, o F vG; teise
joonepealse sekventsi valemkuju on F, &...& F, © G ning teise joonealuse sekventsi
valemkujuon F &..&F, o FVvG.

Oletame, et mingil vaartustusel on esimene valemkuju téene ja teine vaar. Sellel
vaartustusel peab valem F, &...& F, olema téene ja valem F v G vaar. Disjunktsiooni

definitsioonist, kui F v G on vaar siis on vaarad ka F , vastuolu esimesest valemist; ja G,
vastuolu teisest valemist.

Disjunktsiooni vasakule sissetoomise reegel (v}-)

Kui I' koosneb valemitest F,, F,,...,F,, siis joonepealsete sekventside valemkujud on

v lno

F&..&F, &F o H ja F&..&F, &G o H ning joonealuse sekventsi valemkuju
FF&.&F &FvGoH.

Oletame, et mingil vaartustusel on esimesed kaks valemkuju tdesed, kuid kolmas vaar.
Siis peab valem F &..& F, & F v G olema sellel vaartustusel tdene ja valem H vaar.

F v G on disjunktsiooni definitsiooni pohjal tdene, kui F on tdene vbi G on téene. Kui F
on tdene, siis esimese valemkuju implikatsiooni eesliige on téene ja tagaliige vaar, seega
esimene valemkuju on vaar, vastuolu. Kui G on téene, siis teise valemkuju implikatsiooni
eesliige on tdene ja tagaliige vaar, seega teine valemkuju on vaar, vastuolu. m

Uldine reegel antud teoreemi induktsiooni sammu tdestamiseks: panna kirja
tuletusreegli joonepealsete ja joonealuste sekventside valemkujud. Téestada
vastuvaiteliselt, et mingitel vaartustustel on joonepealsete sekventside valemkujud tdesed
kuid joonealuste sekventside valemkujud vaarad. Leides koéikidel juhtudel vastuolu, on
antud tuletusreegli korral teoreem tdestatud.

Mittevasturadkivus

Definitsioon 4. Aksiomaatilist teooriat T nimetatakse vasturaakivaks, kui leidub selline
valem F , et teoorias T on tuletatavad sekventsid |- F ja | —F . Vastasel korral

nimetatakse teooriat T mittevasturaakivaks.

Teoreem 2 (Lausearvutuse mittevasturddkivuse teoreem).
Sekventsiaalne lausearvutus on mittevasturaakiv.

Oletame vastupidi, et leidub selline lausearvutuse valem F , et on tuletatavad nii sekvents
I F kui ka sekvents |- —F . Korrektsuse teoreemi pohjal on iga tuletatava sekventsi
valemkuju samaselt tdene. See tdhendab, et valemid F ja —F peaksid olema samaselt
tdesed, mis aga on véimatu. =

Taielikkus

Teoreem 3 (Lausearvutuse taielikkuse teoreemi pohilemma).
Olgu F lausearvutuse valem ja A, A,,..., A, kdik temas esinevad lausemuutujad. Kui
valem F on muutujate vaartustusel (o, ,,...,a,) tdene (vaar), siis on tuletatav sekvents

Af A% LA™ F (vastavalt A% A% .., A® | —F).
Siin A'=A ja A°=—A.
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Sisuliselt vaidab teoreem seda, et me saame aksiomaatilises slisteemis valja arvutada
valemi tdevaartuse etteantud vaartustusel. Naiteks valemi —Av B ja muutujate A B

vaartustuse (1,0) korral vaidab teoreem, et tuletatav on sekvents A,—B |- —(—Av B), sest
vaadeldav valem on sellel vaartustusel vaar.

Kasutame induktsiooni valemi F struktuuri jargi.

Induktsiooni baas.

Kui F on lausemuutuja, naiteks A ja o, =1, siis teoreemi vaite kohaselt peab olema
tuletatav sekvents A |- A . Kui ¢, =0, siis peab olema tuletatav sekvents —A |-—A .
Mélemad sekventsid on tuletatavad, sest nad on aksioomid.

Induktsiooni samm.

Vaatleme eraldi juhte ehituse jargi.

Juht 1 (=).

Olgu valem F kujul —G. Eeldame, et valemi G jaoks teoreemi vaide kehtib. Vaatleme
vaartustust («,...,,).

Kui valem F on sellel vaartustusel tdene, siis on vaja naidata, et tuletatav on sekvents
A", A"F ehk A", A" |-—-G. Et valem G on vaadeldaval vaartustusel vaar, siis on
viimane sekvents tuletatav induktsiooni eelduse pdhjal.

Kui valem F on antud vaartustusel vaar, siis peame naitama, et tuletatav on sekvents
A", A" —-F ehk A",.. A" |F——G. Etvalem G on tdene, siis on induktsiooni eelduse

pbhjal tuletatav sekvents A" ,..., A" |-G . Otsitava sekventsi saame tuletada jargmiselt:

g A AT -GG

AL A -GG
Aial yuaay A.:Z” l— —|—|G
Vasaku haru sekvents on tuletatav induktsiooni eelduse pdhjal.

Juht 2 (&).
Olgu valem F kujul G & H . Eeldame, et valemite G ja H jaoks teoreemi vaide kehtib.
Vaatleme vaartustust («;,...,@,) .

Kui F on antud vaartustusel tdene, siis on vaja naidata, et tuletatav on sekvents
A", A" }F ehk A*,...,A" FG&H . Etvalemid G ja H peavad vaadeldaval
vaartustusel olema tdesed, siis induktsiooni eelduse pdhjal on tuletatavad sekventsid
A", A" G ja A*,...,A" |- H . Otsitava sekventsi saame tuletada jargmiselt:

AL ARG AL AT FH _
At A G &H
Kui valem F on sellel vaartustusel vaar, siis on vaja naidata, et tuletatav on sekvents
A%, A" —=F ehk A",...,A" F=(G &H). Valem F saab olla vaar kahel juhul.
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Kui G on vaar, siis induktsiooni eelduse pdhjal on tuletatav sekvents A™,..., A" -G ja
vajalik tuletus on

AL A" G H G A A -G
A A G&HEG A% A" G&H -G

A A (G &H)
Kui H on vaar, siis induktsiooni eelduse pdhjal on tuletatav A™,..., A" |-—H ja vajalik
tulemus on

A, A G, HFH A A —H
A" A G&HEH A®,..A" G&H F—H

At LAY (G &H)

Juht 3 (v).

Olgu valem F kujul Gv H . Eeldame, et valemite G ja H jaoks teoreemi vaide kehtib.
Vaatleme vaartustust («;,...,@,) .

Kui valem F on antud vaartustusel tdene, siis on vaja naidata, et tuletatav on sekvents
A", A" F ehk A*,...,A" FGvH.Valem F saab olla téene kahel juhul. Kui G on
tdene, siis induktsiooni eelduse pdhjal on tuletatav sekvents A™,..., A" -G ja vajalik
tuletus on:

AL A G _
At A FGVH
Kui H on tdene, siis induktsiooni eelduse pdhjal on tuletatav sekvents A™,.., A" FH ja
vajalik tuletus on:

AL ATEH
AL AP GVH
Kui valem F on sellel vaartustusel vaar, siis on vaja naidata, et tuletatav on sekvents
A", A" —=F ehk A*,..,A" F=(Gv H). Etvalemid G ja H peavad olema vaarad, siis
induktsiooni eelduse pdhjal on tuletatav nii sekvents A™,..., A" |- -G kui ka sekvents

A", A" |-—H . Tahistades T := A*,..., A", saame otsitava sekventsi tuletada jargmiselt:

M
F'F—(GvH)

millest
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~G,—H,H,~GFH —G,—H,H,—GF—H

—|G,—|H,G|—G —|G,—|H,H|——|—|G
—G,—H,H}-G
M = —|G,—|H,G\/H|—G

—|G,—|H,GV H |——|G

Juht 4 (o).

Olgu valem F kujul G o> H . Eeldame, et valemite G ja H jaoks teoreemi vaide kehtib.
Vaatleme vaartustust («,,...,a,).

Kui F on sellel vaartustusel tdene, siis on vaja naidata, et tuletatav on sekvents
A" A" F ehk A*,...,A"}-G>H.Valem F ontdene kui G on vaar voi kui H on

tdene. Kui G on vaar, siis induktsiooni eelduse pdhjal on tuletatav sekvents
A*,..., A" =G ja vajalik tuletus on:

G,—GH}FG G,-G,H |-G
G,—-G}|—-—H
Ao A =G A"\ A" G, —G - H
A" A GE-G At A" GF-G>oH
A", A" GEFH
At A" GO H
Teisel juhul, kui H on tdene, siis induktsiooni eelduse pdhjal on tuletatav sekvents
A*,...,A" -H ja vajalik tuletus on:

A" A | H

A" A G H
A A GO H

Kui valem F on sellel vaartustusel vaar, siis on vaja naidata, et tuletatav on sekvents
A", A" —=F ehk A*,..,A" F—-(G o> H). Et valem G peab siin olema tdene ja valem
H vaar, siis induktsiooni eelduse pdhjal on tuletatavad sekventsid A™*,..., A -G ning
A*,..., A" -—H . Tahistades I' = A™,..., A" saame otsitava sekventsi tuletada jargmiselt:

_ kG INGoHFG>oH

IGoHFH I[LGoHF-H
I'—(G>oH) '

Sellega on kdik juhud labi vaadatud. =

Teoreem 4 (Lausearvutuse taielikkuse teoreem).

Kui sekventsi F,F,,...,F, -G valemkuju on samaselt tdene, siis sekvents on tuletatav.

Tuhja vasaku poolega sekventside jaoks.

Eeldame koigepealt, et n=0. Siis on meil tegemist sekventsiga |-G, kus G on samaselt
tdene. Naitame, et -G on tuletatav.
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Olgu A™,..., A" koéik lausemuutujad, mis sisalduvad valemis G . Et valem G on samaselt
téene, siis jareldub eelmisest teoreemist (Ik 15), et suvalise vaartustuse («,,...,a,) korral
saab tuletada sekventsi A“,..., A’ |-G ning jarelikult, kui vétta «, =1 ja «, =0, saab
tuletada ka sekventsid A™,.., A" A FG ja A",..., A" —A FG.

Konstrueerime tuletuspuu:

M At AL AEG AT AT DA G
A v —A, At AT A VA G
Al AT A VDA, Aty A EA VA DG
AL ARG

(A V=A)ATA
A A AV TAVAFAAVA)

(A, v—A) A,
A A A A ~(A,v=A) (A, v —A)
Vo (A v —A)
A v —A,
Seega, suvalise tdevaartuste komplekti («,,...,«,,) korral saab tuletada sekventsi
AL AT G

Sama arutelu korrates eemaldame vasakust poolest ka Ulejaanud literaalid, millega
jouame jarelduseni, et sekvents |-G on tuletatav.
Mittetiihja vasaku poolega sekventside jaoks.
Olgu nuaud n> 0. Et sekventsi valemkuju F, &...& F, o G on samaselt tdene, siis on
tdestuse eelmise osa pdhjal tuletatav sekvents

FFR&..&F, oG.

Siis on ka sekvents F,...,F, |-G tuletatav:

F..FFF&.&F, F,.F|FF&.&F oG
Fot Fy G |

Vasakus harus oleva sekventsi saab tuletada konjunktsiooni komponentideks lahutades,
parema haru sekvents on tuletatav ka ilma vasaku pooleta. m

Vottes korrektsuse ja taielikkuse teoreemi kokku, vdime anda sekventsiaalse
lausearvutuse tuletatavuse kirjelduse, st formuleerida tingimuse, millal sekvents on
tuletatav ja millal mitte.

Jareldus 1. Sekventsiaalses lausearvutuses on tuletatavad parajasti need sekventsid,
mille valemkuju on samaselt tdene.
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3. Sekventsiaalne predikaatarvutus

Definitsioon. Gentzeni-tiupi predikaatarvutuse aksiomaatiline teooria defineeritakse
jargmiselt:
1) Tuletatavateks objektideks on sekventsid, avaldised kujul

F.F,,...F G,

kus F,F,,....,F,,G on predikaatarvutuse valemid, mis ei sisalda lausearvutuse tehtena
ekvivalentsi.
2) Aksioomid on sekventsid
I'F,ARF,
kus F on mingi lausearvutuse valem ning I ja A tahistavad suvalisi valemite
jarjendeid, mis voivad olla ka tuhjad.

3) Tuletusreeglid on kdik lausearvutuse tuletusreeglid ja jargmised kvantorreeglid.

Paremale sissetoomise reegel Vasakule sissetoomise reegel
I'F(x) ILF(t)-G
—— - V)* —— Vv
' vxF(x) () I, VxF(x)-G (vH)
I'F(t) IF(x)-G

- 3xF(x) +3) I, 3xF(x)}-G GH

Siin thendab * tingimust, et muutuja x ei tohi esineda vabalt sekventsi Gheski teises
valemis, ning t on suvaline term.

Tuletamine

Uldisuskvantori paremale sissetoomise reegel (|- V) vastab matemaatilistes tdestustes
sammule, kus selleks, et naidata mingi vaite kehtivust kdigi objektide korral, valitakse
vabalt Uks objekt ja naidatakse vaite kehtivus selle korral. Valitud objekti tahistatakse
unikaalse muutujaga, mis on teistest muutujatest séltumatu. Tingimus * garanteerib, et
eeldusteks olevate valemite tdevaartus jaab muutuja x erinevatel vaartustel samaks,
mistdttu sellest, et vaide kehtib vabalt valitud objekti x korral, voib jareldada, et vaide
kehtib koigi objektide korral.

Uldisuskvantori vasakule sissetoomisel (V }|-) seevastu ei ole kitsendavat tingimust
vaja: eeldused T, F(t) on nérgemad kui eeldused T, VxF(x) (sest valemist ¥xF(x) jareldub
F(t) suvalise termi t korral). Kui mingitel eeldustel vdide G kehtib, siis kehtib ta alati
ka tugevamatel eeldustel.

Olemasolukvantori vasakule sissetoomise reegel (3}) vastab sammule, kus

tdestamisel kasutatakse eeldust mingi objekti leidumise kohta ja tuuakse sisse sumbol
selle tahistamiseks. Tingimus * valjendab asjaolu, et lldiselt vbib see objekt erineda kdigist
nendest, millele selle hetkeni on tdestuses viidatud, seetbttu tuleb teda markida erineva
siimboliga. Téestamine, et G jareldub eeldustest I', 3xF(x) taandub siis tdestamisele, et

G jareldub eeldustest I', F(x), kus x on téhis, mis kuskil mujal vabalt ei esine.

Olemasolukvantori paremale sissetoomisel (|-3) pole jallegi kitsendust vaja, sest kui
eeldustest I' jareldub vaide F(t), siis jareldub samadest eeldustest ka ndérgem vaide
IxF(x), st kui objekt, mille korral vaide F(x) kehtib, on otseselt kitte naidatud, siis selline
objekt ilmselt leidub.
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Kitsendusega reeglite joonepealsetes sekventsides esinev muutuja x vdib omandada
piiranguteta suvalisi vaartusi. Joonepealne sekvents tdhendab seega jareldumist muutuja
X iga vaartuse korral.

Tuletuse otsimisel tasub putda rakendada kitsendusega (tarniga) reegleid puu allosas
jailma kitsenduseta reegleid Glaosas. Kvantorreegleid vastupidises jarjekorras
rakendades vdime mingil sammul jduda sekventsini, mille tuletamine on vdimatu.

Korrektsus

Teoreem 5 (Sekventsiaalse predikaatarvutuse korrektsuse teoreem).
Kui sekvents F,F,,...F, |-G on tuletatav, siis tema valemkuju on samaselt tdene.

Kasutame induktsiooni tuletuspuu struktuuri jargi.

Induktsiooni baas.

Kui sekvents on aksioom, siis vbime arutleda samamoodi nagu lausearvutuse korrektsuse
teoreemis (Ik 13).

Induktsiooni samm.

Naitame iga reegli korral, et kui mingis interpretatsioonis on joonepealsete sekventside
valemkujud vabade muutujate kdikidel vaartustustel tdesed, siis on selles
interpretatsioonis vabade muutujate kdikidel vaartustel tdene ka joonealuse sekventsi
valemkuju. Et aksioomide valemkujud on samaselt tdesed, siis on jarelikult ka kdigi
aksioomidest tuletatud sekventside valemkujud samaselt tdesed. Lausearvutuse reeglite
korral saab tdestuse Ule kanda vastavast teoreemist lausearvutuse kohta (lk 13). Vaja on
vaadelda veel kvantorreegleid. Piirdume siinkohal uldisuskvantoriga, olemasolukvantori
puhul on tdestus analoogiline.

Uldisuskvantori paremale sissetoomise reegel (|-V).

Joonepealse sekventsi valemkujuon F, & F, &...& F, o F(X), joonealuse sekventsi
valemkuju aga F, & F, &..& F, o VxF(X).
Oletame, et mingis interpretatsioonis « on esimene valemkuju oma vabade muutujate

koikidel vaartustel tdene, kuid teine valemkuju on oma vabade muutujate mingitel
vaartustel vaar. Sel juhul peab valem F &F, &...&F, olema tdene ja valem VxF(x) vaar.

Jarelikult leidub interpretatsiooni pohihulgas M, element m nii, et vabade muutujate
antud vaartustel on F(m) vaar. Tingimuse * tottu ei esine muutuja x osavalemis

F, &F, &...&F,. Seega kui esimeses valemkujus valida muutuja x vaartuseks element m
ja ulejaanud vabadele muutujatele anda samad vaartused nagu teises valemkujus, siis on
esimene valemkuju vaar, vastuolu.

Uldisuskvantori vasakule sissetoomise reegel (V|-).

Joonepealse sekventsi valemkujuon F, & F, &...& F, & F(t) o G, joonealuse sekventsi
valemkuju aga F, &F, &..& F, & VXF(x) o G.

Oletame, et mingis interpretatsioonis « on esimene valemkuju oma vabade muutujate
koikidel vaartustel tdene, kuid teine valemkuju on oma vabade muutujate mingitel
vaartustel vaar. Siis peab valem F, & F, &...& F, & VxF(x) olema téene ja valem G vaar.

Konjunktsiooni omaduste pdhjal on valemid F, & F, &...& F, ja VxF(x) t6esed.
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Anname esimeses valemkujus suvalised vaartused termi t nendele vabadele muutujatele,
mis teises valemkujus ei esine, ja Ulejaanud vabadele muutujatele samad vaartused nagu
teises valemkujus. Et ¥xF(x) on tdene, siis ka F(t) on téene. Jarelikult on esimeses

valemkujus implikatsiooni vasak pool tdene ja kogu valemkuju vaar, vastuolu. m
Olemasolukvantori paremale sissetoomise reegel.

TODO

Olemasolukvantori vasakule sissetoomise reegel.

TODO

Mittevasturadkivus

Teoreem 6 (Predikaatarvutuse mittevasturadkivuse teoreem).
Sekventsiaalses predikaatarvutuses on mittevasturaakiv.

Toestus. Téestus on analoogiline lausearvutuse juhuga (lk 15).

Taielikkus

Teoreem 7 (Predikaatarvutuse taielikkuse teoreem).
Kui sekventsi F,F,,...,F, -G valemkuju on samaselt tdene, siis sekvents on tuletatav.

Jareldus 2. Sekventsiaalses predikaatarvutuses on tuletatavad parajasti need sekventsid,
mille valemkuju on samaselt tdene.

4. Vordusega predikaatarvutus

Definitsioon. Vordusega predikaatarvutuse aksiomaatiline teooria signatuuris o
defineeritakse jargmiselt:

1) Tuletatavateks objektideks on sekventsid F,F,,...,.F, -G, kus F,F,,...,F,,G on
valemid signatuuris o .

2) Aksioomid on koéik puhta predikaatarvutuse aksioomid ja jargmised vorduse
aksioomid:

Re) T'l-t=t, kus t on term signatuuris o;
=f) s =t,.,5 =t Ff(s,..s,)=f(t,..t, ), kus s,..s, ja t,...t, on termid
signatuuris o ning f on signatuuri o funktsionaalsimbol;
=P) s, =t,..s, =t P(s,,....s,) > P(t,,...t,), kus s,,...,s, ja t,,...,t, on termid
signatuuris o ning P on signatuuri o predikaatsimbol.
3) Tuletusreeglid on kdik puhta predikaatarvutuse tuletusreeglid.

Aksioom Re valjendab vorduse refleksiivsust, aksioomid = f ja =P aga vdimaldavad

asendada vastavalt funktsionaal- ja predikaatsumboli argumentides terme vordsete
termidega. Vérduse simmeetrilisus ja transitiivsus osutuvad selles susteemis
tuletatavateks omadusteks.

Korrektsus

TODO
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Mittevasturadkivus
TODO
Taielikkus

TODO

5. Esimest jarku aksiomaatilised teooriad

Esimest jarku aksiomaatilised teooriad defineeritakse jargmiselt:

Olgu fikseeritud signatuur o .

1) Tuletatavateks objektideks on sekventsid F,F,,...,.F, -G, kus F,F,,..,F,,G on
valemid signatuuris o .

2) Aksioomid on koéik puhta predikaatarvutuse aksioomid ja lisaks neile teooria
omaaksioomid ehk eriaksioomid.

3) Tuletusreeglid on kdik puhta predikaatarvutuse tuletusreeglid.

Esimest jarku teooria mdiste haarab teiste hulgas ka puhta predikaatarvutuse (sel juhul
on omaaksioomide hulk ttihi), ning vérdusega predikaatarvutuse (omaaksioomideks on
vOrduse aksioomid).

Teoreem 8 (Korrektsuse teoreem).
Kui sekvents F,F,,...,F, |-G on esimest jarku teoorias tuletatav, siis tema valemkuju on
tdene teooria omaaksioomide kdikides mudelites.

Teoreem 9 (Mittevasturddkivuse teoreem).

Kui esimest jarku teooria omaaksioomidel leidub mudel, siis on see teooria
mittevasturaakiv.

Teoreem 10 (Taielikkuse teoreem).
Kui sekventsi F,F,,...,F, -G valemkuju on téene esimest jarku teooria omaaksioomide
kdikides mudelites, siis sekvents on teoorias tuletatav.

Formaalne aritmeetika

Formaalne aritmeetika on mudelis N korrektne, st kdik tuletatavad sekventsid on
mudelis N tdesed.

Teoreem (Aritmeetika mittetéielikkuse teoreem; 1931 — Kurt Godel).
Kui formaalne aritmeetika on mittevasturaakiv, siis

1) leidub valem, mis on mudelis N téene, aga pole formaalses aritmeetikas tuletatav
(formaalne aritmeetika on mittetaielik);

2) ka Iopliku (voi Uldiselt lahenduva) hulga mudelis N tdeste aksioomide lisamine ei
muuda formaalset aritmeetikat taielikuks.

Juba 19. sajandil oli arvuteoorias teoreeme, mis ei jareldunu formaalse aritmeetika
aksioomidest.

Kaugema jareldusena tahendab see seda, et kogu matemaatika aksiomatiseerimine
pole realiseeritav.
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4. TURINGI MASINAD

1. Turingi masina maiste

Definitsioon. Turingi masin on algoritmi mdiste formalisatsioon, mis defineeritakse
jargmiselt:

Turingi masin koosneb lindist, lugevast-kirjutavast peast, sisemalust ja kdskude
tabelist.

Lint on mdlemas suunas Idpmatu ning jagatud Uhesuurusteks pesadeks. Ilgasse pessa on
kirjutatud Uks stimbol 18plikust tahestikust {s,,s,,...,s, } véi tiihik s,. Eeldame, et alguses

on lindil vaid 16plik hulk tihikust erinevaid simboleid, kdik Ulejddnud pesad on taidetud
tuhikutega.

Lugev-kirjutav pea voib liikuda modda linti pesast pesasse, lugeda pesas oleva simboli
voi kirjutada sinna olemasoleva sumboli asemele uue.

Sisemalu on igal ajamomendil Uhes I6plikust hulgast seisunditest q,,q;,...,q,, Millest

seisundeid q,,...,q, nimetatakse aktiivseteks ning seisundit g, passiivseks. Masin

alustab arvutusi esimeses aktiivses seisundis q,, t66 kaigus voib ta Ule minna uhest

seisundist teise.

Instruktsioone pea tegevuse ja seisundite muutmise kohta esitatakse kdskudena
8.0, =S4 K ,

kus s, ja s, tahistavad simboleid (0<a,c<m), g, ja g, seisundeid (1<b<k,0<d <k)
ning K on Uks tahtedest L,R,C . Sama vasaku poolega kaske ei tohi olla ronkem kui Uks.

Vasaku poole jargi koondatakse kasud tabelisse, mille read vastavad masina seisundile,
veerud aga tahestiku simbolitele:

sO Sl see Sa see Sm
0,
dy s.asK
O«

Moned lahtrid vdivad ka tuhjaks jaada, kui vastava vasaku poolega kasku ei ole. Tabel
maarab seega konkreetse Turingi masina, tihti nimetatakse tabelit ka Turingi masina
programmiks.

Turingi masin tootab taktide kaupa, iga takti taitmine vétab the ajathiku. Oletame, et
pea all on sumbol s, ning masin on seisundis q,. Kui tabeli lahtris, mis vastab sumbolile

s, hing seisundile q,, leidub kask s.q,K, siis kirjutatakse lindile pea all olevasse pessa
sumboli s, asemele sumbol s_, masin Iaheb seisundist g, seisundisse g, ning pea liigub

Uhe positsiooni vorra vasakule, Uhe positsiooni vdrra paremale vai ei liigu Uldse vastavalt
K vaartusele L, R vdi C. Sellega on Uks takt Iabi, samasugune tegevus kordub igal
jargmisel taktil. Masin I8petab t606, kui ta mingi kasu toimel siirdub passiivsesse
seisundisse q, vOi kui jargmisena taitmisele kuuluvat kasku pole olemas (taitmisjarg jduab

tuhja lahtrisse). Kui aga kumbagi olukorda ette ei tule, siis jatkub masina t66 |I6pmatult.
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Definitsioon. Komplekti, mis koosneb Turingi masina lindi lahtrite sisust, pea asukohast ja
masin seisundist, nimetatakse Turingi masina situatsiooniks.

Definitsioon. Komplekti, mis koosneb Turingi masina lindi lahtrite sisust ja pea asukohast,
nimetatakse Turingi masina konfiguratsiooniks.

Arvuliste funktsioonide arvutamine Turingi masinal

Fikseerime tahestiku jargmiselt: s, =—,s, =0,s, =1. Naturaalarvu x esitame lindil
stimbolijadana

Naturaalarvude jarjendi (x,,...,x,) esitus olgu
011...1011...1..011...1.
— —— —

X Uhte X, (hte X, Uhte
Ulaltoodud kujuga stimbolijadaga konfiguratsiooni, kus masina pea asub viimase nulli
(viimase arvu algust tahistava nulli) kohal, nimetatakse standardkonfiguratsiooniks.

Standardseks nimetatakse ka Turingi masina seisu, kui tema puhul on masina
konfiguratsioon standardne.

Definitsioon 1. Turingi masina M poolt arvutatav n muutuja funktsioon f,,
defineeritakse jargmiselt. Eeldame, et masina t66 alguses on lindil

011..1011...1..011...1
—— T T

X, Uhte X, Uhte X, Uhte
ja pea asub viimase nulli kohal. Kui masin peatub I6pliku arvu sammude jarel, t66 16pus on
lindil
011...1011...1...011...1011...1
[ R W — [ Ry W —

X, Uhte  x, Uhte X, Uhte  yihte

ja pea asub viimase nulli kohal, siis funktsiooni f,, vaartuseks argumentidel x,,x,,...,X, on
y . Vastasel korral on funktsiooni vaartus nendel argumentidel maaramata.

Definitsioon 2. Funktsiooni f nimetatakse Turingi mdttes arvutatavaks, kui leiduvad
Turingi masin M ja naturaalarv n nii, et f = f;.

Turingi masina tabeleid on loenduv hulk, mistéttu on Turingi méttes arvutatavate
funktsioonide hulk loenduv. Et aga kdigi naturaalarvuliste n muutuja funktsioonide hulk on
kontiinumi véimsusega, siis leidub mittearvutatavaid funktsioone isegi rohkem kui
arvutatavaid.

Iga algoritmiliselt arvutatav funktsioon on Turingi mdttes arvutatav.

»Algoritmiliselt arvutatav” on mittematemaatiline mdiste ja valjendab inimeste
tavaarusaama algoritmidest.

2. Kompositsioon ja hargnemine

Eeldame, et kdik vaadeldavad masinad tootavad Uhes ja samas tahestikus {sl,sz,...,sm}.

Tahis. Kui masin M alustab t66d konfiguratsioonis X ja peatub 16pliku arvu sammude
jarel konfiguratsioonis X', siis kirjutame M(X )= X'. Kui aga masin M té6tab
konfiguratsiooni X puhul I8pmatult, siis margime M (X)=L.
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Kompositsioon

Definitsioon 3. Turingi masinat M nimetatakse masinate M, ja M, kompositsiooniks,
kui iga algkonfiguratsiooni X korral kehtib vérdus M (X )= M,(M,(X)). Tahis: M, oM,

Masin M , mis on masinate M, ja M, kompositsioon, ei pea modelleerima nende

masinate t60d ega olema nendega muul moel seotud peale alg- ja I6ppkonfiguratsioonide
vorduse.

Teoreem 1. Kui M, ja M, on samas tahestikus to6tavad Turingi masinad, siis saab nende
masinate tabelite jargi alati koostada kompositsioonmasina tabeli.

Hargnemine

Definitsioon 4. Olgu Turingi masinal M, kaks passiivset seisundit q; ja g;. Masinat M
nimetatakse masinate M, ja M, hargnemiseks masina M, jargi, kui iga
algkonfiguratsiooni X korral
M, (M, (X)), kui masin M, I8petab konfiguratsiooni X korral t66 seisundis qp,
M(X)=1{M,(M,(X)), kui masin M, Iépetab konfiguratsiooni X korral t66 seisundis qZ,
M,(X),  muudel juhtudel.

Ménikord ndutakse Uhtsuse mottes veel, et M, I16petab alati t66 emmas-kummas

passiivses seisundis, st ei tddta Idpmatult ega satu tlhja lahtrisse. Samuti eeldatakse
sageli, et tingimuse kontrollimine ei muuda konfiguratsiooni, st alati M (X )= X .

Teoreem 2.

Kui M,,M; ja M, on samas tahestikus to6tavad Turingi masinad, kusjuures masinal M,
on kaks passiivset seisundit q; ja g, siis saab nende masinate tabelite jargi alati koostada
sellise masina tabeli, mis on masinate M, ja M, hargnemine masina M, jargi.

3. Turingi masinate numeratsioon

Definitsioon. Turingi masina, mille lindil vdivad olla siimbolid {s,,s,,....s, |, kdsu
$.0p, > S.4¢K
Godeli numbriks nimetatakse arvu
9(s,q, — s.0,K)=2%3"5°7°11",

kus k on 1, 2 voOi 3 vastavalt sellele, kas K on L, R voi C.

Godeli numbri jargi saab kasu Uheselt taastada.

Leidub arve, mis pole Uhegi kdsu Godeli numbriks. Selleks, et arv oleks mingi kasu Godeli
number, peavad 2 ja 5 astmed asuma 0 ja m vahel, 3 aste peab olema vahemalt 1, sest
kasu vasakul poolel on aktiivne seisund, 7 aste peab olema vahemalt 0 ning 11 aste kas

1, 2 vbi 3.

Lepitakse kokku, et Turingi masina kasud jarjestatakse asukoha jargi masina tabelis: igas
reas vasakult paremala ja read ise Ulevalt alla.
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Definitsioon. Kaskudest C,,C,,...,C, koosneva Turingi masina M Gddeli numbriks
nimetatakse arvu

G(M )= 20@)30)_potc)

kus p, on t-s algarv.

Masina numbri jargi saab Uheselt taastada masina kdigi kaskude numbrid ning viimase
abil omakord kdik masina kasud. Leidub arve, mis pole Uhegi masina Godeli numbriks.

Definitsioon. Tihendatud numeratsiooni jargi i-ndaks Turingi masinaks nimetatakse
masinat T,, mis on

1) i=0 korral vahima Godeli numbriga Turingi masin;
2) i>1 korral vahima Gédeli numbriga Turingi masin, mis ei kuulu hulka {T,,..., T, }.

Tihendatud numeratsiooni jargi vastab igale arvule mingi Turingi masin.

4. Mittearvutatavad funktsioonid

Definitsioon 5. Oeldakse, et Turingi masin M lahendab omadust R, kui tema poolt
arvutatav Uhe muutuja funktsioon on

£ ()= 1, kui masinal T, on omadus R,
MY™710,kui masinal T, ei ole omadust R,

Definitsioon. Oeldakse, et Turingi masin T, on eneselerakendatav, kui ta peatub
sisendargumendil x.

Teoreem 3. Ei leidu Turingi masinat, mis lahendaks eneselerakendatavuse omadust.

Teoreem 4. Ei leidu Turingi masinat, mis kontrolliks argumentide x ja y jargi, kas masin
T, |dpetab argumendil y t60 16pliku arvu sammudega.

Teoreem 5 (Rice’i teoreem). Olgu A koigi Turingi méttes arvutatavate funktsioonide
hulga mittetuhi parisalamhulk. Ei leidu Turingi masinat, mis kontrolliks argumendi x jargi,
kas Turingi masina T, poolt arvutatav funktsioon kuulub hulka A.

Rice'’i teoreemist jareldub, et algoritmiliselt (Turingi masinaga) ei saa kindlaks teha Uhteqgi
Turingi masinate omadust, mis on valjendatud masinate poolt arvutatavate funktsioonide
kaudu, valja arvatud kaks triviaalset omadust, millest Uks kehtib kdigi funktsioonide, teine
aga mitte Uhegi funktsiooni kohta.

Jéareldused programmeerimise jaoks

Kaugema jareldusena tahendab see seda, et suvalise programmeerimiskeele puhul ei saa
kontrollida Uhtegi programmide omadust, mis programmeerijale tegelikult huvi pakub,
naiteks kas programm arvutab seda funktsiooni, mille jaoks ta on kirjutatud, voi kas ta
I6petab t00 igasuguse sisendi korral. Niisugusel interpretatsioonil on olemas pessimistlik
ja optimistlik aspekt. Pessimistlikust vaatepunktist on arvuti vaga piiratud vBimalustega.
Ta mitte ainult ei suuda teha midagi, mida talle tapselt ette kirjutatud pole, vaid paljude
oluliste Ulesannete lahenduskaiku pole uUldse voimalik ette kirjutada. Optimistlikust
seisukohast véib neid tulemusi aga interpreteerida nii, et programmeerimises leidub
ulesandeid, mida ei saa lahendada puhtmehaaniliselt, arvuti abil, vaid mis sisaldavad
arvuti jaoks kattesaamatuid loomingulisi momente. Selliste ulesannete lahendamine néuab
jarelikult intuitsiooni ja loovust, mida kaesoleva hetkeni suudab ilmutada ainult inimene.
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